Systeémes polynomiaux avec grosse multiplicité locale
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La multiplicité maximale d’une racine complexe non nulle d’un polynéme
est égale a son degré d. Cette borne est atteinte par le polynéme P(X) =
(X — 1) par exemple. Le degré d est aussi égal au nombre total de racines
complexes, comptées avec multiplicité. Il est facile de voir que si certains
coefficients du polynoéme sont nuls, alors la multiplicité maximale est stric-
tement inférieure au degré, alors que le nombre de racines complexes reste
égal au degré. Précisément, cette multiplicité maximale est égal au nombre
de mondmes moins un apparaissant avec coeflicients non nuls. Ce nombre
de monomes moins un est également une borne optimale sur le nombre de
racines strictement positives d’un polynéme en une variable a coefficients
réels.

En plusieurs variables, on peut poser la question de la multiplicité maxi-
male en une solution a coordonnées complexes non nulles d’un systeme po-
lynomial formé de n équations polynomiales en n variables. A. Gabrielov a
obtenu dans [7] une borne sur cette multiplicité maximale en fonction du
nombre total de monoémes du systeme. La borne de Gabrielov est tres simi-
laire & la fameuse borne de Khovanskii (voir [9, 1]) sur le nombre de solutions
a coordonnées strictement positives d’un systeme du méme type mais a co-
efficients réels. Les bornes de Gabrielov et de Khovanskii sont loin d’étre
optimales. La borne de Kohanskii a été améliorée par F. Bihan et F. Sottile
dans [1]. Pour certaines familles de systémes polynomiaux, on connait des
bornes optimales sur le nombre de solutions positives, voir le livre [11] par
exemple.

Dans un article qui vient d’apparaitre F. Bihan et A. Dickenstein ont
obtenu des améliorations sous certaines conditions de la borne de Gabrielov
sur la multiplicité locale maximale qui sont optimales pour certaines familles
de systemes polynomiaux. Cet article met aussi en évidence des relations
entre les questions précédentes. L’objectif du stage sera d’étudier les articles
mentionnés plus haut et d’essayer de voir dans un premier temps comment
les méthodes de article [1] pourraient s’adapter pour améliorer la borne
obtenue par Gabrielov, au moins pour des familles simples de systemes po-
lynomiaux (comme dans [6, 10]). Ce stage est a l'interface entre la géométrie
algébrique réelle et la géométrie algébrique complexe, dans ’esprit du livre
[11]. 11 permettrait de s’initier & la géométrie torique, la théorie des A-



discriminants et la géométrie tropicale ([3, 5, 4, 8]) qui sont des outils utiles
pour les problemes mentionnés plus haut. Ce stage pourrait étre le point de
départ d’une these encadrée par Frédéric Bihan.
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